Superficie prismatica

Se llama superficie prismatica, a aquella que genera una recta (generatriz), al deslizarse paralelamente a su
posicion inicial, a lo largo de una poligonal o poligono (directriz).

Sila directriz es una poligonal, la superficie prismatica es abierta. Si es un poligono, la superficie es cerrada.
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T: generatriz T: generatriz
ABCD: directriz PQRST: directriz

Prisma

Un prisma, es el poliedro determinado al interceptar una superficie prismatica
cerrada, mediante dos planos paralelos entre si.

La figura adjunta muestra un prisma.

Las regiones poligonales ABCDE y AB'C’'D’E’ son paralelas y corresponden a los
poligonos congruentes. Estas dos caras son las «bases» del prisma y la distancia
entre ellas es la altura del sélido. Las demas caras son regiones paralelogramicas,
llamadas «caras laterales»; sus intersecciones se llaman «aristas paralelas». Todas
las aristas laterales son paralelas y congruentes.
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Clasificacion de los primas
Se clasifican en: recto, oblicuo y regular
a) Prisma recto
Es aquel cuyas aristas laterales son perpendiculares a las bases. Las caras laterales son regiones rectangula-
res, y las aristas laterales son congruentes a la altura.
b) Prisma oblicuo
Tiene sus aristas laterales oblicuas a las bases.

Seguin sus bases sean regionales triangulares, cua- N/
drangulares, pentagonales, etc, los primas se llaman -

triangulares, cuadrangulares, pentagonales, etc. Por / T/ (b) Z
ejemplo, la figura (a) muestra un prisma recto trian-

gular.
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Secciones de un prisma

Prisma regular Nota
Aquel prisma recto, cuyas bases corresponden a - Si B y SR, son las dreas de la base del prisma y
poligonos regulares. (En cualquier otro caso, el - de la seccién recta, respectivamente; entonces:
prisma no es regular) SR=BCosp

donde B, es la medida del angulo diedro
que forman los planos que contienen a la base del

. . ., . prismay a la seccion recta.
Una «seccion» de un prisma, es la region determi-

nada por la interseccion del prisma con un plano.
Una «seccion transversal» de un prisma, es la sec-
cion del prisma con un plano paralelo a la base.
Una «seccion recta» de un prisma, es la seccion
del prisma con un plano perpendicular a las aris-
tas laterales. Por ejemplo, la secciéon PQR, en la
siguiente figura.

Paralelepipedo

Aquel prisma cuyas bases son regiones paralelogramicas.
Clasificacion de paralelepipedos

Se clasifican en

a)

b)
c)

d)
e)

Paralelepipedo recto: sus aristas laterales son perpendiculares a las bases. Las caras laterales son regiones
rectangulares.

Paralelepipedo: tiene sus aristas laterales oblicuas a las bases. Las seis caras son regiones paralelogramicas.
Paralelepipedo rectangular: aquel paralelepipedo recto cuyas bases son regiones rectangulares. Llamado
también rectoedro.

Cubo: es un paralelepipedo rectangular que tiene todas sus aristas congruentes.

Romboedro: aquel paralelepipedo que tiene por bases regiones romboédricas.
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Paralelepipedo oblicuo Paralelepipedo rectangular (rectoedro)

d: longitud de la diagonal
[d2=a2+ b2+ |

Formulas

L.

Superficie lateral y total de un prisma

La superficie lateral de un prisma es la suma de las superficies de todas sus caras laterales. La superficie
total del prisma es la suma de superficie material y de las dos bases. A dichas superficies se refieren las areas
lateral y total.

Teorema

El area lateral de un prisma oblicuo es el producto del perimetro de una seccion recta por la longitud de
una arista lateral.

Asi, para el prisma de la figura:

a — longitud de la arista lateral

P — perimetro de la seccidn recta
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Seccion
recta

El drea lateral:| S, =pa

Area total

Si B, es el drea de cada base, el drea total sera:
S,=S, +2B

Volumen de un prisma

El volumen de un prisma es el producto del drea ,

de una base por su altura.
Sih, es longitud de la altura del prisma:

V=B-h

<

También, el volumen de un prisma, es el producto
del area de una seccion recta por una arista late-
ral. Asi, llamado SR, el area de una seccion recta:

V=(SR)-a

Observaciones
En la figura anterior, a°, es la medida del angulo
que forman las aristas laterales con las bases.
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Es evidente que, en un prisma oblicuo, o < 90
y h < a. Ademads, el area de la seccion recta, es
menor que el area de la base: SR < B.

En un prisma recto: o =90; h =ay SR = B.
De lo anterior, se deduce que, el area lateral de
un prisma recto, es el producto del perimetro
de una base por una arista lateral. Asimismo,
el volumen es igual a producto del area de una
base por la arista lateral.

Si a, by ¢, son longitudinales de tres aristas
concurrentes de un paralelepipedo rectangu-
lar, entonces su volumen sera:

V=a-b-c

% Sise extiende (se desarrolla) la superficie lateral de un prisma, a partir de una arista lateral, (por ejem-

plo: PQ), de modo que todas las caras laterales queden coplanarias, se dice que se ha desarrollado

dicha superficie.

Tronco de primas
Se obtiene al interceptar la superficie lateral de un prisma, con plano no

paralelo a las bases.

Las caras laterales son trapecios.

D El volumen es igual al producto del drea de una seccion recta y la
longitud del segmento que une los centros de gravedad de las bases

del tronco (CG).

(Las secciones rectas del tronco son las mismas que el prisma original).
Existen formulas sencillas para evaluar el volumen de un tronco de
prisma de base triangular. Asi, para el tronco de la figura 2; el volu-

men V, se evalta:

V = (4rea AEC) - ( 3

h1+h2+h3

)




D También, se pueden presentar graficos como en la
figura 4; donde B es el area de la base, del tronco

de prisma recto.

V=B(a+c)
3

Fig. 2
T b $ > 1 i ﬁ 2: l
ATDIER, parata misma Hgtra D A veces, es frecuente tener troncos originados al
AF+EO+ CR interceptar la superficie lateral de un prisma con
V = (4rea de una seccidn recta) - (L) dos planos como en la figura 5; donde AB, CD y
3 EF son aristas del tronco.

D Si el tronco de prisma es recto (originado de un
prisma recto), y de base triangular, las caras late-
rales resultan trapecio rectangulos. (fig. 3). C
En este caso:

V= area de una AB +CD + EF
“\secciénrecta )] \T 3
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a, b, c: longitudes de las aristas laterales
B: drea de la base del prisma recto original. L

CILINDRO Y TRONCO DE CILINDRO
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Superficie cilindrica
Eslasuperficie generada, al deslizarse una recta (generatriz), alo largo de una curva, (directriz), manteniéndose

paralela a su posicion inicial.

Fig. 1




En la figura 1: 1, es la generatriz de la superficie
cilindrica y ¢, la directriz. Como c1 no es cerrada, la
superficie obtenida es abierta.

En la figura 2: C, €s una curva cerrada, luego, la
superficie generada es cerrada.

Cilindro

Es el solido obtenido al interceptar una superficie
cilindrica cerrada, por medio de dos planos paralelos.
Las regiones que determinan dichos planos, son las
bases del cilindro y la distancia entre ellos es la altura.
Las bases son congruentes.

Si «B», es el area de una base y «h» longitud de la
altura; el volumen del sélido se evalaa:

V=B-h

D Enlafigura, el segmento de longitud g, es la gene-
ratriz del cilindro.

D La seccién recta del cilindro, es la interseccién
del solido con un plano perpendicular a las gene-
ratrices. (Todas las generatrices del cilindro, son
congruentes).

D Elcilindro es oblicuo, si las generatrices son obli-
cuas a las bases.

D Elcilindro es recto, si las generatrices son perpen-
diculares a las bases. En este caso: g = h y ademas,
las secciones rectas son congruentes a las bases.

D Si«C», es el perimetro de una seccidn recta, en-
tonces el area de la superficie lateral, se expresa:

§=C-g

Y, el drea total: | S, =S, 2B

D SiSR, es el drea de una seccidn recta, el volumen:
V=(R)-g

Cilindro de revolucion

Se genera al girar una region rectangular, una vuelta,
alrededor de un eje que contiene a un lado.

Las bases son circulos y la altura mide igual que la
generatriz. Es también llamado cilindro circular recto.

Formulas:

Area lateral:| S, =2nrg
Areatotal:| S,=S, +2B
Volumen: | V =Bh

En este caso:| B=mr’

Desarrollo de la superficie lateral

Es la region rectangular, obtenida al extender
(desarrollar) lasuperficielateral,de modo queloslados
del rectangulo sean la generatriz y las circunferencias
de las bases, del cilindro de revolucién original.

2mr |



Nota
En el caso de un cilindro oblicuo, el desarrollo puede resultar romboide o rombo.

Tronco de cilindro

Se obtiene al intersectar la superficie lateral de un V = 0+G
cilindro, con un plano no paralelo a las bases. 2

G

= 2 —

V =mnr >

G

d
{g=0" A!m Fig.3

D Otras posibilidades

En la figura 1, OO’ es el eje del tronco; g y G, son
longitudes de dos generatrices opuestas. (g < G).

Las secciones rectas del tronco son las mismas que del
cilindro original.

El volumen se puede evaluar, asi:

V = (4rea de una seccion recta) - OO’

Donde: 00’ = £ ; G ////.I//’

D Si el tronco se deriva de un cilindro de revolu-
cidn, su volumen es:

g+G
2

V = nr?

h+H
2

h y H: alturas (h < H)
B: drea de la base

(figura 2) V=B

D Siuna generatriz es nula, el sélido se llama «cufia

cilindrica». Por ejemplo, en la figura 3:
elipse

Tronco de cilindro de revolucion, con dos bases
elipticas.
area de la seccion recta: r?

V = nr?

g+G)
2

(Sig=0, se trata de una —
N base (circulo) cuna cilindrica)




Algunos «desarrollos» de las superficies laterales de troncos de cilindro, son:

a)
elipse
(longitud L)
‘°1
circunferencia
b)

elipse

(longitud L) —

elipse w - .
(longitud L)

elipse

(longitud L) '\

Problemas resueltos

1. Un cilindro esta lleno de agua hasta la mitad. Se
suelta un pedazo metalico y el nivel del agua sube
en 3,5 cm. Si el didmetro del cilindro es 8 cm,
scudl es el volumen del pedazo?
Resolucion:
La variacion es debida al trozo metélico, y su vo-
lumen es:

(T‘ ‘SZZ) (3,5) =175

1 .
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variacién

trozo metalico



2. ABCD, es un rectangulo. Se traza BH L AC. Si V, y V,, son los voliumenes de los sélidos obtenidos al girar
la region triangular ABCD, alrededor de AB y BC, respectivamente.

Halla: L, si: ﬂ = i
HC 25 <>
y B cr
Resolucion: U
Con el grafico: H
Alrededor de AB
V, =n(BC)*- AB
=
A D
Trabajando en clase
Integral PUCP
1. Calcula el volumen del prisma recto. 4. Calcula el 4rea de la superficie lateral del cilindro

E

2. Calcula el area de la superficie lateral del prisma
regular.

8u

F G
| 5
E i H I m
Bl C
A "/ %m
| )
8m D

circular recto.
D

A

Resolucidn:
De la figura

D

8m

[N\ ADB: (37°y 53°)
=AD=8myAB=6m
También2R=6m =R=3m
Finalmente: S = 2nRH

S, =2mn(3)(8)

S, =48 mm?



5. Calcula el area de la superficie lateral del prisma

recto.
D C
A B
6. Calcula el volumen del solido.
B

@

10cm

8cm

7. Dado un prisma recto cuya base es un
regular inscrito en una circunferencia

/

9]

hexagono
de diame-

tro 8 m y cuya altura es igual en longitud al dia-

metro. Calcula el volumen del prisma.

UNMSM

8. Calcula el area de la region sombreada, si ABCD

— EFGH es un rectoedro.

F

G

Resolucion:
Completando la figura:

En el triangulo AEF:
AF=6+2m

En el triangulo ADH y FGH:
AH=10m=FH

Luego:
H

Ar—3>m —H—3y2m —F
102 = h? + (342)
100 =h? + 18

h=+82m
o _ 6P)HR)
F 2

AH

SAHF=61/AH m?

Calcula el area de la regién sombreada, si ABCD

- EFGH es un rectoedro.

F G
E 5m
B
7 C
A o D

10. Se inscribe un cilindro en un prisma triangular.
Calcula la razon entre las areas de las superficies

laterales del prisma con respecto al cilindro.



11.Calcula el volumen del cilindro circular recto, si
AH = 2(HE) = 6 cm, ademas, E es un punto me-
dio de la generatriz BC y AB es didmetro.
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12. La figura muestra un tronco de cilindro oblicuo,
si (UN)? - (CP)* =30 m*y mZNUP = 15°. Calcu-
la el 4rea de su superficie lateral.

N%C

Advertencia pre

Para todo prisma se cumple que su
volumen es el producto del area de su
base con la altura.

Resolucion:
Utilizando el tridngulo de 15°y 75°.
N

U

SiQR=a

= CP=4a

Si: TR=Db

= UN =4b

Dato: (4b)? - (4a)* = 30
16(b? - a?) = 30

=b-a’= 1‘75 (1)

Sabemos:

g = 2m(UN + CP)
. 2

S, =nr-(UN+CP)...(2)
Luego: TR - QR =2r
b-a=2r
. b-a

2
Reemplazando en (2)

s, = n(l?) (b +42)

S, =2n (b-a)(b+a)
S, =2m (b’ -2’
Finalmente:

15
S, =2n (?)

.S, =15n/4 m’



13. La figura muestra un tronco de cilindro oblicuo,
si (UN)? - (CP)? =32 cm? y mZNUP = 15¢. Cal-
cula el area de su superficie lateral.
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N

14. Calcula el volumen del sélido, si se muestran
prismas regulares y un cilindro circular recto.
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